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SoitX une hypersurface lisse de degre´ δ ≥ 4 dansP3 telle que Pic(X) ∼= Z. On de´signe
par MX(c2) l’espace de modules des fibre´s vectoriels sur X de rang 2, de classes de Chern
c1 = 0 et c2, semi-stables par rapport au diviseur hyperplan (ou, ce qui est e´quivalent, par
rapport a` n’importe quel diviseur ample) [5]. Il est bien connu (Donaldson [1], Taubes [13],
Gieseker-Li [6], O’Grady [10]) que lorsque c2 est suffisamment grand, l’espace MX(c2) est
re´duit et irre´ductible de dimension attendue. Nous contribuons ici a` la recherche, lorsque
c2 est petit, de diffe´rentes composantes irre´ductibles.
On montre (corollaire 2.6) que pour tout entier c2 ≥ δ
3/4− δ2/2 l’espace des modules
MX(c2) contient une composante irre´ductible re´duite de dimension attendue. En utilisant
un re´sultat de O’Grady, on en de´duit (corollaire 2.7) que pour tout entier c2 tel que
1
4
(δ3−2δ2) ≤ c2 <
1
3
(δ3−9δ2+26δ−3) l’espaceMX(c2) posse`de au moins deux composantes
irre´ductibles de dimensions distinctes. (Pour δ ≥ 27, de tels entiers existent!) On peut
obtenir un re´sultat analogue pour les fibre´s vectoriels avec c1 = 1 (voir remarque 2.8).
D’autre part, on prouve (the´ore`me 3.9) que pour c2 >
1
12
(13δ3 − 24δ2 + 8δ), le fibre´
ge´ne´ral de la bonne composante de MX(c2) que nous construisons a la cohomologie na-
turelle.
Plus ge´ne´ralement, on de´montre (corollaire 3.7) que pour toute surface projective lisse X
telle que le fibre´ canonique KX est de la forme KX = OX(k) pour un entier k ∈ Z ou`
OX(1) est un fibre´ ample, si c2 est suffisamment grand alors, le fibre´ ge´ne´ral de l’unique
composante de MX(c2) a la cohomologie naturelle ou` MX(c2) est l’espace de modules des
fibre´s stables (par rapport a` OX(1)) de classes de Chern c1 = 0 dans Pic(X) et c2.
Les fibre´s vectoriels que nous construisons ici, et qui sont dans une composante
irre´ductible re´duite de dimension attendue, sont des extensions de JP/X(σ) par OX(−σ)
ou` P est un sous sche´ma de dimension ze´ro en position spe´ciale dans X . On prend pour P
des intersections comple`tes de X avec des courbes de P3 dont les ide´aux ont les re´solutions
les plus simples. (Ces courbes ont e´te´ e´tudie´es par de nombreux auteurs e.g. [3], [4], [12],
1
[14].)
C’est un grand plaisir de remercier Carlos Simpson pour de nombreuses discussions et
de lui de´dier cet article.
1. Pre´liminaires
Sauf mention du contraire, X de´signe une hypersurface lisse de degre´ δ ≥ 4 dans P3
telle que Pic(X) ∼= Z.
Proposition 1.1 Soient σ un entier positif et C ⊂ P3 une courbe lisse et irre´ductible de
degre´ d telle que H1(C,OC(2σ − 4)) 6= 0. Quitte a` translater C par une home´ographie
ge´ne´rale de P3, si on pose P := C ∩ X alors il existe un fibre´ vectoriel E sur X qui
s’inse´re dans la suite exacte (∗) suivante:
(∗) 0→ OX(−σ)→ E → JP/X(σ)→ 0.
On a c1(E) = 0 et c2(E) = δ(d− σ
2).
De´m: On sait (cf [7], Theorem 4.1) que la donne´e d’une courbe C ⊂ P3 de degre´ d, munie
d’une section non-nulle η ∈ H0(C, ωC(4− 2σ)) est e´quivaute a` celle d’un faisceau reflexif
F sur P3 de classes de Chern c1(F) = 2σ et c2(F) = d s’inse´rant dans la suite exacte
0→ OP3 → F → JC/P3(2σ)→ 0.
L’ensemble des points ou` F n’est pas localement libre est le sous sche`ma Z de C des ze´ros
de la section η. Soit f : P3 → P3 une home´ographie de P3 telle que X ne rencontre pas
f−1(Z).
On remplace C par f−1(C) et on pose E := f ∗F (−σ)|X . ✷
On e´tablit quelques proprie´te´s de E.
Lemme 1.2 Soit C ⊂ P3 une courbe irre´ductible lisse telle que l’intersection P := X∩C
soit transverse.
Si H0(P3,JC/P3(τ)) = H
1(P3,JC/P3(τ − δ)) = 0 alors H
0(P3,JP/X(τ)) = 0.
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De´m. Soient u ∈ H0(JP/X(τ)) et v ∈ H
0(P3,OP3(τ)) un releve´ de u conside´re´ comme
une section de OX(τ). La restriction v|C est une section de OC(τ) qui s’annulle sur P
donc, la suite exacte
0→ OP3(τ − δ)→ OP3(τ)→ OX(τ)→ 0
restreinte a` C prouve qu’il existe un e´le´ment w ∈ H0(C,OC(τ − δ)) tel que fw = v|C
ou` f ∈ H0(P3,OP3(δ)) est l’e´quation de X . Par hypothe`se H
1(JC/P3(τ − δ)) = 0, donc
w s’e´tend en une section w′ ∈ H0(P3,OP3(τ − δ)). On a (v − fw
′)|C = 0. L’hypothe`se
H0(JC/P3(τ)) = 0 implique v − fw
′ = 0, et par conse´quent u = v|X=0. ✷
Corollaire 1.3 Dans la construction la proposition 1.1, si on a τ < σ et
H0(P3,JC/P3(σ + τ)) = H
1(P3,JC/P3(σ + τ − δ)) = 0, alors H
0(X,E(τ)) = 0.
De´m. On applique le lemme pre´ce´dent en utilisant la suite exacte (∗). ✷
Corollaire 1.4 Dans la construction de la proposition 1.1, si
H0(P3,JC/P3(σ)) = H
1(P3,JC/P3(σ − δ)) = 0 alors E est stable.
De´m. Puisque E est un fibre´ de rang 2 sur une surface dont le groupe de Picard est de
rang un, il suffit de voir que H0(X,E) = 0. pour cela, on applique le corollaire pre´ce´dent
avec τ = 0. ✷
The´orie locale
Nous rappelons ici quelques de´finitions et observations habituelles.
Soit [E] un point de l’espace des modules MstX (c2) des faisceaux sans torsion stables de
classes de Chern c1 = 0 et c2, repre´sente´ par le faisceau E. Le morphisme de multiplication
Hj(X,Ω2X)→ Ext
j(E,E ⊗ Ω2X)
donne, par dualite´ de Serre (cf [2] Proposition 1.2) le morphisme trace
Exti(E,E)→ H i(X,OX).
Comme le premier morphisme est injectif pour j = 0, le morphisme trace est surjectif
pour i = 2. Le noyau Exti(E,E)o ⊂ Exti(E,E) du morphisme trace s’appelle la partie
sans trace.
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L’espace tangent en [E] a` MstX (c2) est l’espace vectoriel Ext
1(E,E)o. D’autre part, le
germe e´tale de l’espace des modules MX(c2) en [E] est isomorphe au germe a` l’origine du
sous-sche´ma de Ext1(E,E)o de´fini par un morphisme (nonline´aire) Φ : Ext1(E,E)o →
Ext2(E,E)o. Ceci est classiquement bien connu. Une de´monstration purement alge´brique
est indique´e par J. Le Potier dans ses notes [9].
La dimension attendue de MX(c2) en [E] est par de´finition la diffe´rence
dim att := dim Ext1(E,E)o − dim Ext2(E,E)o
Le the´ore`me de Riemann-Roch (avec l’hypothese c1 = 0) fournit la valeur
dim attE = 4c2 − 3 χ (OX).
On a Ext2(E,E)o = 0 si et seulement si l’espace MX(c2) est lisse de dimension dim att
au point [E]. Dans ce cas, on dit que l’espace des modules est bon en [E].
Une composante irre´ductible non vide Y ⊂ MX(c2) est bonne si l’espace des modules
est bon au point ge´ne´rique de Y ce qui e´quivaut a` dire que Y est re´duite de dimension
e´gale a` la dimension attendue.
Nous utiliserons la proposition bien connue suivante (cf [11] ou [6]).
Proposition 1.5 S’il existe une bonne composante de MX(c2), alors il existe une bonne
composante de MX(c2 + 1).
De´m. Soit E ′ un bon fibre´ stable avec c1(E
′) = 0 et c2(E
′) = c2. Soit G le faisceau gratte-
ciel de rang 1 au-dessus d’un point x ∈ X . Soit E0 le noyau d’une surjection ge´ne´rale
E ′ → G. Alors E0 est un faisceau cohe´rent sans torsion de classes de Chern c1(E0) = 0 et
c2(E0) = c2 + 1. Il a les meˆmes sous faisceaux que E
′ donc il est stable.
Montrons que E0 est bon c’est-a`-dire que le morphisme trace t : Ext
2(E0, E0)→ H
2(X,OX)
est injectif.
En appliquant le foncteur Ext(E ′, ∗) a` la suite exacte 0 → E0 → E
′ → G → 0 et
en remarquant que Ext1(E ′,G) = 0 (car E ′ est localement libre et G est un faisceau
gratte ciel) on obtient l’injection f : Ext2(E ′, E0) → Ext
2(E ′, E ′). Par hypothe`se E ′
est bon, donc le morphisme trace g : Ext2(E ′, E ′) → H2(X,OX) est injectif. Soit main-
tenant h : Ext2(E ′, E0) → Ext
2(E0, E0) le morphisme obtenu en appliquant le foncteur
Ext(∗, E0). Comme Ext
3(G, E0) = 0, ce morphisme est surjectif. On en conclut que t est
injectif en remarquant que t ◦ h = g ◦ f .
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Pour terminer la de´monstration de cette proposition, il suffit maintenant de prouver que
E0 se de´forme en un fibre´ vectoriel E. En effet, par platitude, E aura pour classes de
Chern c1(E) = 0 et c2(E) = c2 + 1 et il sera stable et bon puisque ces proprie´te´s sont des
proprie´te´s ouvertes.
On raisonne par l’absurde.
Supposons que pour toute de´formation E de E0 parame´tre´e par une courbe T de point
ge´ne´ral η et de point spe´cial s avec Es = E0, le faisceau Eη ne soit pas locallement libre.
Soit E une telle de´formation. De´signons par E∗∗ le double dual du faisceau E et parM le
conoyau de l’injection de E dans E∗∗. On a la suite exacte 0 → E → E∗∗ →M→ 0. On
a l’inclusion E0 ⊂ (E
∗∗)s donc, en remarquant que E
′ = E∗∗0 , on voit que E
′ ⊂ (E∗∗)∗∗s .
Or ce sont deux faisceaux localement libre e´gaux hors codimension 2, d’ou` E ′ = (E∗∗)∗∗s
et on a la double inclusion E0 ⊂ (E
∗∗)s ⊂ E
′. Par hypothe`se longueur(E ′/E0) = 1,
donc longueur(E ′/(E∗∗)s) + longueur(Ms) = 1. Par semicontinuite´, longueur(Mη) ≤ 1
mais on a suppose´ que Eη n’est pas locallement libre, donc longueur(Mη) = 1. Par
semi-continuite´, on en de´duit longueur(Ms) = 1. Par suite longueur(E
′/(E∗∗)s) = 0 i.e.
E ′ = (E∗∗)s et E
∗∗ est une de´formation de E ′.
Soit U ⊂ MstX (c2) un voisinage ouvert de E
′ de dimension 4c2 − 3 χ (OX). Soit Z1 ⊂
MstX (c2+1) l’ensemble des points correspondant aux faisceaux F avec longeur(F
∗∗/F ) ≥ 2
et Z2 ⊂M
st
X (c2 + 1) l’ensemble des points correspondant aux faisceaux F avec
longeur(F ∗∗/F ) = 1 et F ∗∗ 6∈ U . Les sous-ensembles Z1 et Z2 sont constructibles.
L’argument ci-dessus montre que, pour i ∈ {1, 2}, la fermeture de Zi ne contient pas
E0. En effet si E0 e´tait dans la fermeture de Zi alors, il existerait une de´formation E de
E0 parame´tre´e par une courbe T de point spe´cial s avec Es = E0 et de point ge´ne´ral η
avec Eη ∈ Zi. D’apre´s l’argument ci-dessus:
(i) longueur(E∗∗η /Eη) = 1 donc Eη 6∈ Z1 d’ou` la contradiction pour i = 1.
(ii) E∗∗ est une de´formation de E ′, donc E∗∗η ∈ U et on ne peut pas avoir Eη ∈ Z2; d’ou`
la contradiction pour i = 2.
L’ensemble Z1 ∪ Z2 ne contenant pas E0 dans sa fermeture, son comple´mentaire dans
MstX (c2 + 1), contient un voisinage ouvert V de E0. Quitte a` restreindre V , puisque E0
ne se de´forme pas en faisceau localement libre (par hypothe`se absurde), on peut supposer
que les points de V repre´sentent des faisceaux F non localement libres. Par suite, si F
est repre´sente´ par un point de V , alors longeur(F ∗∗/F ) = 1 et F ∗∗ ⊂ U . Les faisceaux F
s’inse`rent donc dans des suites exactes de la forme
0→ F → F ∗∗ →M → 0
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ou`M est un faisceau gratte-ciel de longeur 1. La dimension de l’ensemble de ces faisceaux
F est donc infe´rieure ou e´gale a` 3 + dim(U) = 3 + 4c2 − 3 χ (OX). Ceci nous fournit la
contradiction cherche´e puisqu’on sait que la dimension de MstX (c2 + 1) en tout point est
au moins e´gale a` 4(c2 + 1)− 3 χ (OX). ✷
Lemme 1.6 Soit E un fibre´ vectoriel de rang 2 et de´terminant trivial. On a
Exti(E,E)o = H i(X,Sym2(E)).
De´m. Comme E est un fibre´ on a Exti(E,E)o = H i(X,Endo(E)) ou` Endo(E) est le noyau
du morphisme trace End(E) → OX . D’autre part, E e´tant de rang 2 et de de´terminant
trivial, E ∼= E∗, et par suite, End(E) = E∗ ⊗ E ∼= E ⊗ E. Via cet isomorphisme le
morphisme trace devient (au signe pre`s)
E ⊗E →
2∧
E ∼= OX .
Le noyau du morphisme trace est donc le noyau du morphisme E⊗E →
∧
2E, c’est-a`-dire
Sym2(E). ✷
Lemme 1.7 Soit E un fibre´ s’inse´rant dans la suite exacte (∗). Alors on a la suite exacte
(∗∗) 0→ E(−σ)→ Sym2(E)→ J 2P/X(2σ)→ 0
De´m. En tensorisant la suite exacte (∗) par E on obtient le morphisme
0→ E(−σ)→ E ⊗E
qui, compose´ avec la projection E ⊗E → Sym2(E) donne le morphisme
f : E(−σ)→ Sym2(E). C’est un exercice d’alge`bre line´aire de voir que f est injective au
dessus du point ge´ne´rique, il s’ensuit que f est une injection de faisceaux.
Soit g : Sym2(E)→OX(2σ) le morphisme induit par la suite exacte (∗), en conside`rant
JP/X(σ) comme un sous faisceau de OX(σ). On a la suite suivante:
0→ E(−σ)
f
→ Sym2(E)
g
→ OX(2σ).
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(C’est encore un exercice d’alge`bre line´aire de voir que la suite est exacte au dessus de
l’ouvert comple´mentaire de P , on en de´duit l’exactitude sur X en utilisant le fait que
toute section de E(−σ) de´finie hors codimension 2 s’e´tend.)
L’image du morphisme naturel h : JP/X(σ) ⊗ JP/X(σ) → OX(2σ) est le faisceau
d’ide´aux J 2P/X(2σ). Donc, le diagramme commutatif suivant:
E ⊗E → JP/X(σ)⊗JP/X(σ)
↓ ↓ h
Sym2(E)
g
→ OX(2σ)
ou` les fle`ches verticale a` gauche et horizontale en haut sont surjectives montre que l’image
du morphisme g est le faisceau J 2P/X(2σ). ✷
Proposition 1.8 Soient σ un entier positif et P ⊂ X un sous-sche´ma fini re´duit tels
que:
i) δ − 4 < 2σ
ii) H0(X,JP/X(δ − 4)) = 0, et
iii) H0(X,J 2P/X(2σ + δ − 4)) = 0.
Alors tout fibre´ vectoriel qui est extension de JP/X(σ) par OX(−σ) est bon.
De´m. Soit E un tel fibre´. D’apre`s le lemme 1.6 et, par dualite´ il suffit de montrer que
H0(Sym2(E)⊗OX(δ−4)) = 0 (car E e´tant autodual, Sym
2(E) l’est aussi). En tensorisant
par OX(δ − 4) la suite exacte (∗∗) du lemme ci-dessus, on obtient la suite exacte:
0→ E(δ − 4− σ)→ Sym2(E)⊗OX(δ − 4)→ J
2
P/X(2σ + δ − 4)→ 0.
On est alors ramene´s, graˆce a` l’hypothe`se (iii), a` prouver que H0(E(δ − 4− σ)) = 0.
Pour ceci, on tensorise par OX(δ− 4−σ) la suite exacte (∗). Les hypothe`se (i) et (ii)
permettent de conclure. ✷
Construction via des points en position ge´ne´rale (d’apre`s O’Grady)
Proposition 1.9 Soit δ ≥ 14 un entier. Alors, pour tout entier c2 avec
1
6
(δ3 − 7δ) < c2 <
1
3
(δ3 − 9δ2 + 26δ − 3),
l’espace de modulesMX(c2) contient une composante irre´ductible de dimension plus grande
que la dimension attendue.
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De´m. C’est un re´sultat d’O’Grady (cf [10] Proposition 3.33) applique´ ici aux hypersurfaces
de P3. La condition δ ≥ 14 assure l’ existence de tels entiers. La composante irre´ductible
obtenue ici est celle qui contient les extensions de JP/X(σ) par OX(−σ) en prenant σ = 1
et P en position ge´ne´rale. ✷
2. Construction de fibre´s via certaines courbes de P3
Soit C une courbe localement intersection comple`te dans P3. Rappelons les notations
habituelles suivantes:
s(C) := max{s′ ∈ Z ; ∀s′′ < s′, H0(P3,JC/P3(s
′′) = 0},
et
e(C) := max{e′ ∈ Z ; H1(C,OC(e
′) 6= 0}.
Posons de plus:
t(C) := max{t′ ∈ Z ; ∀t′′ < t′, H1(P3,JC/P3(t
′′) = 0}
Remarque 2.1 Pour tout e′ ≤ e(C) on a H1(C,OC(e
′)) 6= 0. Notons aussi que t(C) est
toujours au moins e´gal a` 0. (En fait, les courbes que l’on va utiliser auront t(C) =∞.)
Lemme 2.2 Soit C ⊂ P3 une courbe irre´ductible lisse telle que l’intersection P := C∩X
soit transverse. Si
H1(P3,JC/P3(n− δ)) = H
0(P3,J 2C/P3(n)) = H
0(C,N∗C/P3(n− δ)) = 0
alors
H0(X,J 2P/X(n)) = 0.
De´monstration Soit f ∈ H0(X,J 2P/X(n)) conside´re´e comme section de OX(n). La suite
exacte
(∗ ∗ ∗) 0→ OP3(n− δ)→ OP3(n)→ OX(n)→ 0
et le fait que H1(P3,OP3(n − δ)) = 0 impliquent que f s’e´tend en une section g ∈
H0(P3,OP3(n)).
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La restriction g|C est une section de OC(n) qui s’annule sur P donc c’est une section
de OC(n − δ) (cf. la suite exacte 0 → OC(n − δ) → OC(n) → OP (n) → 0 obtenue en
restreignant (∗ ∗ ∗) a` C).
Or la suite exacte
0→ JC/P3(n− δ)→ OP3(n− δ)→ OC(n− δ)→ 0
et l’hypothe`se H1(P3,JC/P3(n− δ)) = 0 assurent l’existence d’une section
h ∈ H0(P3,OP3(n− δ)) telle que h|C = g|C (conside´re´es comme section de OC(n− δ)).
Donc, quitte a` remplacer g par g − h′ ou` h′ est l’image de h par l’injection
0 → OP3(n − δ) → OP3(n), on peut supposer que g|C = 0 i.e. g ∈ H
0(X,JC/P3(n))
(tout en gardant l’hypothe`se g|X = f i.e. g|X s’annule deux fois le long de P = C ∩X).
Soit g′ la de´rive´ normale de g le long de C c’est-a`-dire l’image de g dans
H0(X,JC/P3(n)/J
2
C/P3(n)) = H
0(X,N∗C/P3(n)). Comme C et X se coupent transver-
salement on a:
JP/X/J
2
P/X = (JC/P3/J
2
C/P3)⊗OP3 OX = (JC/P3/J
2
C/P3)⊗OC OP = N
∗
C/P3 |P .
Donc l’hypothe`se g|X = f ∈ H
0(X,J 2P/X(n)) donne g
′|P = 0.
Par suite, g′ ∈ H0(C,N∗C/P3(n− δ)).
Or on a suppose´ H0(C,N∗C/P3(n− δ)) = 0. Donc g
′ = 0, d’ou g ∈ H0(P3,J 2C/P3(n)).
On a aussi suppose´ H0(P3,J 2C/P3(n)) = 0 donc g = 0 d’ou` f = 0. ✷
Proposition 2.3 Soit σ > 0 et C ⊂ P3 une courbe irre´ductible lisse de degre´ d. Quitte
a` translater C par une home´ographie ge´ne´rale de P3, si on pose P := C ∩Xet si
a) 2σ − 4 ≤ e(C);
b) σ < s(C) et σ − δ < t(C);
c) δ − 4 < 2σ;
d) δ − 4 < s(C);
e) 2σ − 4 ≤ t(C);
f) H0(P3,J 2C/P3(2σ + δ − 4)) = 0; et
g) H0(C,N∗C/P3(2σ − 4)) = 0;
alors il existe un fibre´ vectoriel E extension de JP/X(σ) par OX(−σ). De plus E est
stable, bon et a pour classes de Chern c1(E) = 0 et c2(E) = δ(d− σ
2).
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De´monstration L’existence du fibre´ E et le calcul de ses classes de Chern se de´duisent de
la proposition 1.1, graˆce a` l’hypothe`se (a). La stabilite´ est conse´quence du corollaire 1.4
via l’hypothe`se (b). Les hypothe`ses (e), (f) et (g) permettent d’utiliser le lemme 2.2 pour
en de´duire H0(X,J 2P/X(2σ + δ − 4)) = 0, puis la proposition 1.8 pour en de´duire (graˆce
a` (c) et (d)) que E est bon. ✷
Pour obtenir, pour de nombreux entiers c2, une bonne composante irre´ductible de
MX(c2) de dimension attendue, il reste a` de´terminer des courbes C qui nous donneront
une grande famille d’entiers σ ve´rifiant les conditions de la proposition 2.3.
Proposition 2.4 Pour tout entier s ≥ 1, il existe une courbe irre´ductible lisse C de P3
avec s(C) = s, t(C) = ∞ et e(C) = s − 3 telle que H0(C,N∗C/P3(τ)) = 0 pour τ < s et
H0(P3,J 2C/P3(τ)) = 0 pour τ < 2s.
De´monstration: Les courbes de´terminentielles sont les courbes C dont la re´solution de
l’ide´al est de la forme
0→ OP3(−s− 1)
s → OP3(−s)
s+1 → JC/P3 → 0
pour un entier s. Floystad (cf [4]) et, inde´pendamment, Walter (cf [14]) ont de´montre´
que de telles courbes lisses existent pour tout s ≥ 1. Il est facile de voir que s(C) = s,
t(C) = ∞ et e(C) = s − 3 (cf [4] ou [14]). Rao montre ( cf [12] 1.12) d’une part que
H0(C,N∗C/P3(τ)) = 0 pour τ < s, et, d’autre part, que l’ide´al J
2
C/P3 a la re´solution
0→ OP3(−2s− 2)
a → OP3(−2s− 1)
b → OP3(−2s)
c → J 2C/P3 → 0.
En utilisant le fait que H i(P3,OP3(m)) = 0 pour i = 1, 2, on en de´duit facilement que
H0(P3,J 2C/P3(τ)) = 0 pour τ < 2s. ✷
Remarque 2.5 :
Dans une premie`re version de cet article, nous avons donne´ un argument ge´ome´trique
pour prouver les proprie´te´s H0(C,N∗C/P3(τ)) = 0 pour τ < s et H
0(P3,J 2C/P3(τ)) = 0
pour τ < 2s. Cet argument e´tait base´ sur une courbe de´terminentielle spe´ciale singulie`re
qui est une re´union de droites (“stick figure”) de´ja` utilise´e par Fløystad et Walter, avec
un argument combinatoire pour les annulations. Walter m’a ensuite fait remarquer que
ces proprie´te´s ont e´te´ prouve´es par Rao.
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Corollaire 2.6 Soit X une hypersurface de degre´ δ ≥ 4 dans P3. Pour tout entier c avec
c ≥ δ3/4− δ2/2 il existe un bon fibre´ stable sur X avec c1 = 0 et c2 = c. (Si δ est impair
le re´sultat reste vrai pour c ≥ δ3/4− δ2 + 3
4
δ.)
De´monstration D’apre`s la proposition 1.5, il suffit de construire un bon fibre´ stable avec
c1 = 0 et c2 =
1
4
δ2(δ − 2) si δ est pair (resp. c2 =
1
4
δ(δ − 1)(δ − 3) si δ est impair). Pour
cela posons s = δ − 3 si δ est impair et s = δ − 2 si δ est pair. Soit σ = s/2. Soit C
une courbe comme dans la proposition 2.4 On ve´rifie facilement que les conditions de la
proposition 2.3 sont satisfaites et on obtient un bon fibre´ stable E ayant pour classes de
Chern c1(E) = 0 et
c2(E) = (s(s+ 1)/2− σ
2)δ
= (σ(2σ + 1)− σ2)δ
= δσ(σ + 1).
En particulier, si δ est pair on a
c2(E) =
1
4
δ2(δ − 2),
et si δ est impair on a
c2(E) =
1
4
δ(δ − 1)(δ − 3).
✷
Corollaire 2.7 Pour tout entier c2 dans l’intervalle non vide suivant
1
4
(δ3 − 2δ2) ≤ c2 <
1
3
(δ3 − 9δ2 + 26δ − 3) si δ ≥ 28 est un entier pair
ou
1
4
(δ3 − 4δ2 + 3δ) ≤ c2 <
1
3
(δ3 − 9δ2 + 26δ − 3) si δ ≥ 21 est un entier impair
l’espace des modules MX(c2) contient une composante irre´ductible de dimension e´gale a`
la dimension attendue et une autre de dimension plus grande que la dimension attendue.
De´monstration C’est une conse´quence directe de la proposition 1.9 et du corollaire 2.6.
La condition δ ≥ 28 (resp. δ ≥ 21) assure l’existence d’entiers compris entre
1
4
(δ3 − 2δ2) et
1
3
(δ3 − 9δ2 + 26δ − 3)
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resp.
1
4
(δ3 − 4δ2 + 3δ) et
1
3
(δ3 − 9δ2 + 26δ − 3).
✷
Remarque 2.8 :
Nous avons utilise´ la construction d’O’Grady dans le cas ou` elle donne des fibre´s stables.
On peut de meˆme construire des extensions de JP/X par OX (donc H = 0 suivant les
notations de [10]). On obtient alors une famille de fibre´s semi-stables de dimension plus
grande que la dimension attendue quand
1
6
(δ3 − 6δ2 + 11δ) < c2 <
1
3
(δ3 − 6δ2 + 11δ − 3).
D’ou` l’existence de deux composantes dans l’espace des modules des faisceaux sans tor-
sion, l’une bonne et contenant des fibre´s stables, l’autre de dimension plus grande que la
dimension attendue contenant des fibre´s semistables (mais on ne sait pas si elle contient
des fibre´s stables), pour
δ3
4
−
δ2
2
≤ c2 <
1
3
(δ3 − 6δ2 + 11δ − 3) si δ est pair
et
δ3
4
− δ2 +
3
4
δ ≤ c2 <
1
3
(δ3 − 6δ2 + 11δ − 3) si δ est impair.
Ces intervalles sont non-vides pour δ ≥ 16 si δ est pair et pour δ ≥ 9 si δ est impair.
Remarque 2.9 :
Pour simplifier la re´daction nous n’avons traite´ que le cas c1 = 0 (c’est-a`-dire, quitte a`
tensoriser par un fibre´ en droites ade´quat, le cas c1 pair). La de´monstration s’adapte au
cas c1 = 1 (c’est-a`-dire au cas c1 impair) et on obtient l’existence de deux composantes
irre´ductibles de MX(1, c2), l’une de dimension plus grande que la dimension attendue et
l’autre bonne (toutes deux contenant des fibre´s stables), pour
1
4
δ(δ − 1)2 ≤ c2 <
1
6
(2δ3 − 15δ2 + 37δ − 6) si δ est impair
et
1
4
δ(δ − 2)2 ≤ c2 <
1
6
(2δ3 − 15δ2 + 37δ − 6) si δ est pair.
Ces intervalles sont non-vides pour δ ≥ 21 si δ est impair et pour δ ≥ 14 si δ est pair.
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3. Fibre´s a` cohomologie naturelle
Soit X une surface projective lisse telle que le fibre´ canonique KX soit de la forme
KX = OX(k) pour un entier k ∈ Z ou` OX(1) est un fibre´ ample. Soit MX(c2) l’espace des
modules des fibre´s stables (par rapport a` OX(1)) avec c1 = 0 dans Pic(X) et c2 donne´.
De´finition 3.1 :
Un fibre´ E sur X a la cohomologie naturelle (cf [8]) si pour tout n l’un au plus des groupes
H i(E(n)) est non nul pour i = 0, 1, 2.
Plus ge´ne´ralement soit β ≥ k/2 un entier. On dira qu’un fibre´ E sur X a la cohomologie
β-naturelle si pour tout n ≥ β l’un au plus des groupes H i(E(n)) est non nul pour
i = 0, 1, 2.
Remarque 3.2 :
Pour tout fibre´ E avec c1(E) = 0 dans Pic(X), la dualite´ de Serre et la condition KX =
OX(k), donnent l’e´galite´ h
2(X,E(n)) = h0(X,E(k−n)) et h1(X,E(n)) = h1(X,E(k−n)).
Il suffit donc d’e´tudier la cohomologie des E(n) pour les entiers n ≥ k
2
. Si de plus E a
la cohomologie naturelle alors pour n ≥ k
2
on a h2(E(n)) = 0 et la cohomologie des E(n)
se de´duit de la caracte´ristique d’Euler χ (E(n)) = 2 χ (OX(n)) − c2. Enfin on peut
remarquer que si k est pair et χ (E(k
2
)) > 0 alors E ne peut pas avoir la cohomologie
naturelle.
Nous e´tudions maintenant le comportement de la fonction de Hilbert de E quand on
applique la construction de proposition 1.5 pour passer de c2 a` c2 + 1.
Notations 3.3 :
Soit c2 un entier tel qu’il existe un bon fibre´ vectoriel stable E
′ sur X avec c1(E
′) = 0
et c2(E
′) = c2. Soit G le faisceau gratte-ciel de rang 1 au-dessus d’un point x ∈ X . Soit
E0 le noyau d’une surjection ge´ne´rale E
′ → G. Soit E un fibre´ stable et bon qui est une
de´formation ge´ne´rale de E0.
Proposition 3.4 Soit β ≥ k/2 un entier. Si E ′ a la cohomologie β-naturelle, alors E
aussi.
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De´m. Soit n ≥ β ≥ k/2 un entier. Notons tout d’abord l’e´galite´ H2(E ′(n)) = 0. En
effet, si H2(E ′(n)) 6= 0, alors, par dualite´ de Serre, H0(E ′(k − n)) 6= 0 donc, ∀m ≥
k − n , H0(E ′(m)) 6= 0. En particulier H0(E ′(n)) 6= 0 et ceci est impossible si E ′ a la
cohomologie β-naturelle. De la suite exacte
0→ E0 → E
′ → G → 0
et par semi continuite´, on en de´duit H2(E(n)) = 0.
De meˆme, si H0(E ′(n)) = 0 alors H0(E(n)) = 0.
Enfin, si H0(E ′(n)) 6= 0, alors d’une part H1(E ′(n)) = 0 et, d’autre part, pour une
surjection ge´ne´rale le morphisme
H0(E ′(n))→ H0(G(n)) = C
est surjectif. Donc, H1(E(n)) = 0. ✷
Notations 3.5 :
On fixe maintenant un entier c′2 tel qu’il existe un bon fibre´ vectoriel stable E
′ sur X avec
c1(E
′) = 0 et c2(E
′) = c′2. (C’est toujours possible, il suffit d’avoir c
′
2 assez grand.)
Soit β un entier ≥ k
2
tel que E ′ a la cohomologie β-naturelle. (Un tel β existe car
H1(E ′(n)) = H2(E ′(n)) = 0 pour n assez grand d’apre´s les the´ore`mes d’annulations de
Serre.)
Pour tout entier c2 ≥ c
′
2 de´signons par M
′
X(c2) la composante irre´ductible de MX(c2)
obtenue a` partir de E ′ via la construction d’augmentation de c2 (ite´re´e c2 − c
′
2 fois) de la
proposition 1.5.
Proposition 3.6 Soit E ∈M ′X(c2) un fibre´ ayant la cohomologie β-naturelle. Si χ (E(β)) <
0, alors E a la cohomologie naturelle.
De´m. Soit n un entier. On doit e´tudier la cohomologie de E(n). Par dualite´ de Serre et
puisque E a la cohomologie β-naturelle, on peut supposer k/2 ≤ n < β.
L’hypothe`se χ (E(β)) < 0 donne H1(E(β)) 6= 0 et donc, H0(E(β)) = 0. On en de´duit:
∀m ≤ β , H0(E(m)) = 0.
D’ou` H0(E(n)) = 0 et, par le meˆme argument que pre´ce´demment, H2(E(n)) = 0. ✷
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Corollaire 3.7 On pose γ := 2 χ (OX(β)). Si c2 > γ alors le fibre´ ge´ne´ral E de la
composante M ′X(c2) a la cohomologie naturelle. En particulier quand c2 ≫ 0 le fibre´
ge´ne´ral de l’unique composante de MX(c2) a la cohomologie naturelle.
De´m. D’apre`s le choix de β et la proposition 3.4, le fibre´ ge´ne´ral de M ′X(c2) a la coho-
mologie β-naturelle. L’hypothe`se c2(E) > γ donne χ (E(β)) = 2 χ (OX(β)) − c2 < 0,
donc E a la cohomologie naturelle d’apre`s la proposition 3.6. ✷
Revenons au cas ou`X est une hypersurface lisse de degre´ δ dans P3, avec Pic(X) = Z.
On a alors KX = OX(δ − 4) si OX(1) est le fibre´ hyperplan. La composante M
′
X(c2) est
celle que nous avons construite. Les propositions suivantes permettent de de´terminer γ.
Proposition 3.8 Soit E ′ le fibre´ vectoriel construit en 2.6 avec, suivant la parite´ de δ,
c2(E
′) = δ3/4− δ2/2 ou c2(E
′) = δ
3
4
− δ2 + 3δ
4
. Soit β le plus petit entier > 3
2
δ− 4. Alors,
E ′ a la cohomologie β-naturelle.
De´m. Nous allons prouver que pour tout entier n > 3
2
δ−4 on a h1(E ′(n)) = h2(E ′(n)) = 0.
Par construction et d’apre`s le corollaire 1.3, on a h0(E ′(n)) = 0 pour n < (δ − 3)/2.
Par dualite´, on en de´duit h2(E ′(n)) = 0 pour n > (δ − 4)/2.
D’autre part, on sait que pour les courbes C conside´re´es ici, H1(JC/P3(m)) = 0 pour
tout m. Donc la suite exacte
0→ JC/P3(σ + n− δ)→ JC/P3(σ + n)→ JP/X(σ + n)→ 0,
donne l’implication:
H2(JC/P3(σ + n− δ)) = 0 ⇒ H
1(E ′(n)) = 0
(en effet, d’apre`s la suite exacte (∗) on a h1(E ′(n)) ≤ h1(JP/X(σ + n))).
De plus, la re´solution de l’ide´al homoge`ne de C donne la re´solution de faisceaux
0→ OP3(−s− 1)
s → OP3(−s)
s+1 → JC/P3 → 0,
d’ou` l’implication:
H3(OP3(σ + n− δ − s− 1)) = 0 ⇒ H
1(E ′(n)) = 0,
ou encore:
σ + n− δ − s− 1 ≥ −3 ⇒ H1(E ′(n)) = 0,
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Rappelons que s = δ − 2 ou δ − 3 et σ = s/2. On en de´duit facilement que, pour
n > 3
2
δ − 4, on a σ + n− δ − s− 1 ≥ −3. ✷
The´ore`me 3.9 Pour tout entier c2 >
1
12
(13δ3 − 24δ2 + 8δ), le fibre´ ge´ne´ral de la bonne
composante de MX(c2) que nous avons construite a la cohomologie naturelle.
De´m: D’apre`s la proposition 3.8 on a β ≤ 3
2
δ − 3. Soit P (t) le polynoˆme tel que
P (n) = 2 χ (OX(n)). Pour t ≥ k/2, P (t) est une fonction croissante donc
γ := P (β) ≤ P (
3
2
δ − 3).
On conclut en calculant:
P (
3
2
δ − 3) =
1
12
(13δ3 − 24δ2 + 8δ).
✷
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